iki Boyutlu Rastgele Degiskenler

Tanim. (Q, U) 6l¢iilebilir uzay, X: Q - Rve Y:Q — R ise bu uzayda tanimli iki fonksiyon
olsun. Eger bu fonksiyonlar V(x,y) € Rigin,

{w: X(w) <x,Y(w)<y}eU

kosulunu saglarsa (X,Y) ciftine iki boyutlu rastgele degisken denir. R? iki boyutlu reel
diizlemi gostermek tizere (X, Y) nin tanim kiimesi

Dyy ={(x,y): w € Q ve X(w) = x,Y(w) =y}

olarak verilir. X ve Y rastgele degiskenlerinin her ikisi de ayr1 ayr1 kesikli ise (X, Y) kesikli
iki boyutlu rastgele degisken, her ikisi de ayr1 ayr stirekli ise (X,Y) siirekli iki boyutlu
rastgele degisken olarak adlandirilir. Eger X ve Y rastgele degiskenlerinin birisi kesikli
digeri siirekli ise o zaman (X,Y) karma (mixed) iki boyutlu rastgele degisken olarak
adlandirilir.

Buna gore (Q, U, P) olasilik uzayinda X: Q@ — R ve Y:(Q — R rastgele degiskenler
ise XFY, XY, X<Y,X>Y, X#Y, max{X,Y}, min{X,Y} fonksiyonlar1 da birer
rastgele degiskendir. (Shahbazov, 2005).

Ornek: ki hilesiz madeni para havaya atildiginda X rastgele degiskeni turalarin sayisini,
Y rastgele degiskeni de yazilarin sayisini gostermek lizere X ve Y rastgele
degiskenlerinin ayr1 ayri ve ortak tanim kiimelerini olusturunuz.

DX = { 0,1,2 }: DY = { 0,1, 2 }, DXY = {(2, 0), (1; 1); (0, 2)}

Ortak Dagilim Fonksiyonu

Tanmm. X veY, (Q,U, P) olasilik uzayinda tanimli iki rastgele degisken olmak iizere
Fyy(x,y) =P(X <x,Y <y); x,y €R icin

fonksiyonuna (X, Y) nin iki boyutlu dagilim fonksiyonu veya X ve Y’nin ortak dagilim
fonksiyonu denir. Ortak dagilim fonksiyonu, Fyy (x,y) veya F(x, y) ile gosterilir.

A ={weQ:X(w)<x} ve A, ={weQ:Y(w) <y} olaylan1 verildiginde, bunlarin
arakesiti olan (4; N 4;), (X < x, Y < y) olayina denktir

P(A)) =F(x),  P(4) =F(y)
P(A;NAy) = F(x,y)
Tanim. x ve Yy’ nin her degeri icin
Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y)
ise X ve Y rastgele degiskenleri bagimsizdir denir.

Ortak Dagilim Fonksiyonunun Ozellikleri



Iki rastgele degiskenin ortak dagilm fonksiyonu, tek degiskenli dagilim fonksiyonuna
benzer bir¢ok 6zellige sahiptir.

1) 0 < Fyy(x,y) <1
2) Egerx; < x,vey; <y,ise,

FX,Y(leyl) < FX,Y(xZ:yl) < FX,Y(XZ'yZ)
Fyy(x1,¥1) < Fxy(x1,¥2) < Fxy(x2,¥2)

3)

,EI_T,QO FX,Y(x' y) = FX,Y(OO' o) =1

Y00

xl_i)f_noo Fxy(x,y) = Fyy(=o,y) =0

yl_i)r_noo Fxy(x,y) = Fxy(x,—) =0
4) Py <X <xp Y <y)=Fxy(x,y) = Fxy(xy,y)

P(X <x,y; <Y <y,) = Fyy(x,y2) — Fxy(x,y1)
5) Egerx; < x,vey; <y,ise,
P(xy < X < x3,y1 <Y Sy;) = Fxy(x2,¥2) — Fxy(x1,¥2) — Fxy(xz,y1) +
Fxy(x1,y1) 20

Marjinal Dagilim Fonksiyonlari

Fx(x) ve Fy(y) sirasiyla X ve Y rastgele degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlari
olup asagidaki gibi veriliyor:

Fx(x) = 3}1_{130 FX,Y(x' y) = F(x, )

Fy(y) = lim Fyy(r,y) = F(%,y)

Ornek: (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskenin ortak dagilim fonksiyonu

l—e“¥)(1—-e™®Y) | x>0, y>0; a, 0, >0
FX,Y(xry):{( )0( ) y dd 1 2

olarak veriliyor. Buna gore;

a) X veY rastgele degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlarini bulunuz.
b) X veY rastgele degiskenleri bagimsiz midir?

c¢) P(X<2Y<1)ve P(Y >5) olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim.

a) X rastgele degiskeninin marjinal dagilim fonksiyonu

a0 X .
FX(x)={(1 8 ), x>0(,i.éx.1>0

ve Y rastgele degiskeninin marjinal dagilim fonksiyonu



1—e %Yy | >0 0,>0
FY(y)z{( 0 ) dd

olur.
b) Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y) oldugundan X ve Y rastgele degiskenleri bagimsizdr.
) PX<2Y<D=Fy(2D=>0-e?)(1-e"%)

P(Y>5=1-P(Y <5 =1-F()=1-(1—e5%) =%

Ornek 6.4: (X,Y) iki boyutlu kesikli rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu,

xy(x+ 1Dy +1D(2y+1) _ 19 -
Fyy(x,y) = 41.4202 o XYy =44,
0 , d.d.

olmak tuizere.

a) X veY bagimsiz midir?

b) P(X>10, Y <5); P(X<10,Y>5); PA4<X<9 5<Y<13)ve
P(X = 15) ve P(Y < 13) olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim.
a)
Fx(x) = yli—glo FX,Y(X; y) = FX,Y(X» 20)
1 , x =20
x(x+1)
Fy(x) =4 ———= =
x (%) 20 0 % 1,2,..,20
0 , x<1
esitliginden,

F(y) = xli—glo FX,Y(x' y) = Fxy(20,y)

1 , y =20
+1)2y+1
Fy(y) = {2V 17)2(25 ) y=1,2..,20
0 , y<1

bulunur. F(x,y) = F(x)F(y) oldugundan, X ve Y rastgele degiskenleri bagimsizdir.
b) Ortak Dagilim fonksiyonunu 4.6zelliginden,
P(X>10, Y<5)=P(9<X<20, Y<5)
= FX,Y (20,5) — FX,Y(9' 5)
= 0,0192 - 0,0041 = 0,0151



P(X<10, Y>5)=P(X <9, 5<Y <20)
= Fxy(9,20) — Fxy(9,5)
= 0,2143 — 0,0041 = 0,2102
Ortak Dagilim fonksiyonunu 5.6zelliginden,
P(A<X<9 5<Y<13)=P(3<X<9 5<Y<12)
= Fxy(9,12) — Fxy(3,12) — Fxy(9,5) + Fxy(3,5)
= 0,04853 — 0,00647 — 0,0041 + 0,000547
= 0,0385
P(X=15)=1-P(X <15)
=1-PX<14)=1-F(14)
=1-0.25=0.75
P(Y <13) = Fy(13) = 0.18777

Ortak Olasilik Fonksiyonu

Tanim 6.4. (X, Y) iki boyutlu kesikli rastgele degisken ve bunlarin belli (x, y) degerlerini
almasi olasilig

PX,Y(X»}’)=P(X=X'Y=J’) (67)

ile gosterilir. Bu olasihiga (X, Y) iki boyutlu rastgele degiskenin olasilik fonksiyonu veya X
ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu denir.

Ortak Olasilik Fonksiyonun Ozellikleri
1) 0< PX,Y(XJ’) <1

2)

ZZ Pyy(x,y) =1

Dx Dy
3) (X,Y) € Aigin,

P = > Y Py
(x,y)€D4

Buradaki toplam A olayinin D, tanim kiimesindeki (x, y) noktalari iizerinden alinmistir.

4) (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu:

Fer@y) = PXS %Y <) = D > Pry(u,v)

usx vsy

olarak verilir.



Marjinal Olasilik Fonksiyonlari

X rastgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonu

P(X =x) =Px(x) = ZPX,Y(X'Y)
Dy

Y rastgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonu da

P(Y =y)=P(y) = ZPX,Y(X'Y)
Dx

Buradaki Dy ve Dy sirasiyla X ve Y rastgele degiskenlerinin tanim kiimeleridir. Eger X ve
Y bagimsiz rastgele degiskenler ise,

PX,Y(xr y) = Px(x)Py(y)
dir.

Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Tanim. (Q, U, P) bir olasilik uzayi, X ve Y bu uzayda tanimli iki siirekli rastgele degisken,
Fx y(x,y)'de X ve Y'nin ortak dagilim fonksiyonu olsun. Buna gore,

azFX,Y(x' y)

fX,Y(x: y) = 9x0y

Fonksiyonuna (X, Y)’'nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu denir. Ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu fy y(x, y) olarak gosterilir.

fxy(x,y)'nin Ozellikleri

1) fxy(,y)=0

2)

| | rrtoyyaxay =1

Dy Dx

3) (X,Y) € Averildiginde,

P(4) = f f frox () dx dy

Buradaki integral A olayinin D, tanim kiimesi iizerinde aliniyor.
4)

Y2 X2
Plx; <X <x, )1 <Y <y,)= f J fX,Y(x,y) dx dy

Y1 vX1

5)



X

y
Fxy(x,y) = J. fxy(,v)dvdu

—00 —00

Bu 6zellik (X, Y)'nin ortak dagilim fonksiyonudur.
Marjinal Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

X rastgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

dFy(x)
fx(x) = dx
veya
fx(x) = jfx,Y(X,J’) dy
Dy
olarak verilir.

Y rastgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu da benzer olarak,

dFY(y)
dy

fry) =

veya,

fry) = ffx,y(x'}’) dx
Dx

dir. X ve Y bagimsiz stirekli rastgele degiskenler ise,

fX,Y(xr y) = fx(Ofy ()

olarak yazilir.

Ornek 6.6: (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskenin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

(k, 0<x<1 0<y<1
fX,Y(x:.'V)—{O dd

)

olarak veriliyor ise,

a) ksabitini bulunuz.

b) Ortak dagilim fonksiyonunu bulunuz.

c) Y rastgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
d) X rastgele degiskenin dagilim fonksiyonunu bulunuz.

e) P(X<1/3, Y >1/2), P(X <1/3),



P(X+Y <1/4), P(X<1/3 | Y > 1/2) olasiliklarini bulunuz.

f) XveY rastgele degiskenleri bagimsiz midir?

Coziim.a)  fyy(x,y)'nin 2. 6zelliginden,
11
f f kdxdy =1
00

b) Dagilim fonksiyonunun 6zelliklerinden,

oldugundan k = 1 bulunur.

(0 x<0veyay<o0
Xy, 0<x<1 0=<y<1
Fxy(x,y) =4 x 0<x<ly=>1
Ly, x>21,0<y<1
1, x=1, y=>1
bulunur.
c)
1
fr) = j ldx = 1
0
(1, 0<y<1
fY(y)_{o . dd
d)
1
fx(x>=f1dy=1
0
1, 0<x<1
fX(x)‘{o, d.d.
X
Fy(x) = P(X < x) = f f(0)dx = x
0
1 , x=>1
Fx(x)={x , 0<x<1
o , x <0
e)
1/3 1 1/3 1

P(X<1/3,Y >1/2) =f ffX,y(x,y)dydx =f fldydx :%

0 1/2 0 1/2



1/3 1/3

Por<1/3) = [ fibodr= [ 1ax=3

0

P(X<1/3|Y >1/2) =P(X <1/3,Y > 1/2)/P(Y > 1/2)

1
PX<1/3Y>1/2)=¢

ve
7 1
Por>1/2) = [ fIdy =3
1/2
oldugundan,
1
P(Xx<1/3|Y >1/2) =3
olur.
" 1/4 (1/4-y) 1/4 (1/4-y) "
P(X+YSZ) =f j f(x,y)dxdy =J j 1dxdy=§
0o 0 0o 0
f) fxy(x,y) = fx(x)fy(y) oldugundan X veY rastgele degiskenleri
bagimsizdir.

Kaynak ders kitabi: Saglam, V., Sagir, M. ve Yiicesoy, E. (2018). Olasiiga Giris,
Giincellenmis 4. Baski, Seckin Yayinevi.



